Kumeler

Kumeler ve kuime islemleri olasiligin temellerini olusturmak icin cok
onemlidir

Kume temel olarak belli nesnelerin ya da elamanlarin bir araya
gelmesi ile olusur

Sonlu sayida, sonsuz sayida, kesikli veya surekli elemanlar olabilir

Kesikli elemanlar icin S = {tura,yaz1} veya S = {0,1,2,...} seklinde
gosterilir

Belli bir baglamda butun elemanlarin yer aldigi kuimeye Evrensel
Kume denir



Kumeler (Devam)

Hicbir elamani olmayan kiumeye ise bos kume adi verilir

Surekli elemanlaricinse S = {z|x > 2} seklinde gdsterimler mumkundur

A kumesinin B kumesini kapsamasi demek B'deki her elemanin A’da
yer almasi demektir ve bu durum A D B seklinde gosterilir

A kumesinin B kumesinin at kumesi olmasi demek ise A'daki her
elemanin B'de yer almasli demektir ve bu durum A C B seklinde
gosterilir



Kume Islemleri

Yaygin olarak kullanilan kume islemleri birlesme, kesisme ve ters
alma olarak siralanabilir.

A ile B kuimesinin birlesimi A U B ile gosterilir ve birlesim kumesi
iKi kimedeki butun elemanlarin bir araya gelmesi ile olusur, veya ile
de ifade edilir

A ile B kumesinin kesisimi AN B ile gosterilir ve kesisim kumesi ikKi
kumedeki ortak elemanlardan olusur, ve ile de ifade edilir

A kimesinin tersi veya timleyeni ise genel olarak A’, A€ veya A
seklinde gosterilir ve A'da olmayan Evrensel Kimenin butun diger
elemanlarindan olusur



Kumeler ile Olasilik Modelleri

e Olasilik matematiksel olarak herhangi bir olayda mumkun olan butun
ciktilara belli bir sayl verilmesinden ibarettir

e Yani herhangi bir deney ya da senaryo icin bilitlin olasi ¢iktilar (buna
ornek uzay da denir) bir kiime olusturur, ve bu kiimenin her bir
elemanin bir sayl eslenir. Bu sayl o olasi c¢iktinin olasiligr olarak
belirlenir.

e Yani aslinda olaslik modelinin " rastgele olmak” ile birebir iliskisi
yoktur, sadece matematiksel bir modellemedir



Kumeler ile Olasilik Modelleri (Devam)

e Isimize yarayacak deneylerde ve miihendislik problemlerinde bu olasilik
modelinini gecerli bir rastgelelik modeli haline gelmesi, ornek uzayin
ve bu ornek uzaydaki her kime elemanin eslenecek olan sayinin
dogru ve iyi secilmesi ile mumkun olur

e Ornek uzayin olusturulmasi ve bu drnek uzayin her elemanina sayillar
(olasliklar) eslemesi sirasinda bazi kurallara (axiomatic) uymak gerekir



Ornek Uzay ve Olasliklarin Belirlenmesi

e Ornek uzay elemanlari belli bir deney ya da mihendislik problem
icin ayrik olmali. Yani bir deney yvaptiginizda o deneyin sonucu ya
da ciktisinin ornek uzayda bir ve yalnizca bir elemana denk gelmesi
gerekir

e Ornek uzay bitin olasi deney ciktilari icin bir eleman icermelidir,
yani ornek uzayda Kkarsiligr olmayan bir deney ciktisinin mumkun
olmamasi gerekir.



Olaslik Modeli Aksiyomilari

e Olasliklar icinse aksiyomatik olarak (yani tanim geregi) Uc¢ tane
sartin saglanmasi gerekir

— Negatif olmama: her olaslik degeri sifir veya sifirdan buyuk ol-
mali

— Toplanma ozelligi: A ve B ayrik olaylar ise A veya B nin gerceklesme
olasligi A'nin gerceklesme olasiligl ve B'nin gerceklesme olashiginin
toplamina esit olmali. Matematiksel olarak

P(AUB) = P(A) + P(B)

— Normalizasyon. Evrensel kumenin olasiligl ya da butun mumkun
olan ciktilarin olashklar toplami bire esit olmali. Matematiksel

olarak P(E) =1



Olaslik Modeli Ornegi
Iki adet paranin atilmasi deneyine bakalim.

Mumkun olan butun ciktilarin karsilandigr ornek uzay alternatifleri
sunlar olabilir

— OU1:AYY, YT, TT, TY}, paralarin sirasi da énemli goruliiyor

— OU2:{2 yazi, 2 tura, 1 yazi 1 tura}, paralarin sirasi dnemli degil

Bu iki ornek de uygun Ornek uzaylardir cunku, elemanlari ayriktir
ve her olasi cikti icin ornek uzayinda bir eleman vardir.

Ama mesela su olaslik modeline uygun bir ornek uzay olusturmaz:
{En az biri yazi, En az biri tura}, ¢linkid YT veya TY yazi geldiginde
kumenin iki elemani da buna uygundur.



Olaslik Modeli (Devam)

Kurallara uygun her olasalik modeli gecerli bir olasilik modeli olarak
kabul edilir

Ancak bu olasilik modellerinini yararlhh olmasi icin gercek bir prob-
leme uygun olmalari beklenir

Dolayisi ile sadece belirtilen sartlari saglayan her olasilik modeli
bizim icin "uygun” olmayabilir

Olasilik modeli aksiyvomlarindan asagidaki basit sonuca ulasilabilir

Ornek uzaydaki bitiin elemanlarin olasiln esit ise P(A)=A"'nin ele-
man sayisi / Evrensel kiimenin eleman sayisi



Olaslik Modeli (Devam)

Olasilik modeli aksiyvomlarindan ayrica asagidaki yararli ifadeler cikarilabi

AC B ise P(A) < P(B)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

P(AUB) < P(A) + P(B)



Sarth Olaslik

e Sarth olaslik yeni bir ifade oldugu icin bunu matematiksel olarak
tanimlamamiz gerekir

e Sartl olaslik sembol olarak P(A/B) olarak ifade edilir ve P(A/B) =
P(AN B)/P(B) olarak tanimlanir

e Bu tanim aksiyomatiktir yani biz oyle dedigimiz icin oyledir, yeni
birsey oldugu ve tanim oldugu icin olaslik modelinini aksiyomlarindan
cikarilamaz

e Matematiksel olarak biz tanimlamakla beraber (ne olduguna istedigimiz
gibi karar verdik), bu tanimin gercek olaylar ve problemler icin yararli
bir tanim olmasi beklenir ve gercekten de oyledir



Sarth Olasiiik (Devam)

e Ayrica "sarth olasihk” diye bizim tanimladigimiz seyin gecerli bir
"olasilik” olmasi icin olasilik modeli aksiyomlarini saglamasi gerekir
Ki, bu kolayca gosterilebilir

e Dolayisi ile matematiksel tanim disinda anlamsal olarak ifade edecek
olursak, P(A/B) A olayinin -B olayinin gergeklestigini bildigimiz
durumdaki- olasiligini ifade eder

e B olayinin oldugunu biliyorsak (6n bilgi olarak) A'nin olasiligi nedir
seklinde de ifade edilebilir



Sarth Olashik Ornegi

e Ornek olarak hilesiz bir zar atiyoruz, ve zarin cift oldugunu biliyorsak
4 olma ihtimali nedir?

e £ =1{1,2,3,4,5,6}, A= {4}, B={2,4,6} tanimlariyla P(A/B) =7

e P(A/B) = P(ANB)/P(B). Burada An B = {4} olduguna gore
P(A/B) =1/3



Bayes Kurali

Sarth olasilik tanimi kullanilarak basit gibi gorunen ama cok derin
anlamlari:) ve dnemi olan Bayes Kurali kolayca ispatlanabilir

P(A/B) = P(ANnB)/P(B) ve P(B/A) = P(An B)/P(A) olduguna
gore (tanim geregi)

P(B/A).P(A)
P(B)

P(A/B).P(B) = P(B/A).P(A) veya P(A/B) =

Yani Bayes kurali iki olayin birbirlerine gore sarth olasliklari arasinda
gecis yapmamizi saglar



