Toplam Olasihik Kurali

e Farkl farkli olaylara bagli olarak baska bir olayin olasiligint hesapla-
maya vyarar:

P(B) = P(A;NB) 4+ P(A> N B) + ... + P(A, N B)

= P(B/A1)P(A1) + P(B/A2)P(A2) + ... + P(B/An) P(An)
e Burada Aq, Ao, ...A, ayrik olaylari ifade eder.
e Ornegdin havanin herhangi bir anda sicakligi giindiiz ve gece olmaya

gore sartlanabilir:

P(T) = P(T/gece) P(gece) + P(T/gunduz)P(gunduz)



Ornek

Bir satranc¢ turnuvasina katiliyorsun. Oyuncularin yarisi ile yaptigin maci
kazanma olasihigin 0.3 (bunlara tip 1 diyecegiz). Ceyredi ile yaptigin
mac¢i kazanma olasiligin 0.4 (bunlara tip 2 diyecegiz), ve kalan ceyregi
ile yaptigin maci kazanma olasihigin 0.5 (bunlara tip 3 diyecegiz). Rast-
gele secilmis rakiplere karsi oynarsan kazanma olasiligin nedir?

A; tip ¢ ile oynama olay! olursa;

P(A;) = 0.5, P(Ay) = 0.25, P(A3) = 0.25.

B kazanma olayil olursa;

P(B|A;) = 0.3, P(B|A,) = 0.4, P(B|A43) = 0.5.

Toplam olasilik teoreminden, kazanma olasilgi:
P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|A2) + P(A3)P(B|A3)
= 0.5%x0.34+0.25%x0.4+4+ 0.25%0.5 (1)
= 0.375



Bagimsizlik (Independence)

Iki olayin bagimsiz olmasi, yeni bir kavra oldugu ve olashk ak-

sivomarindan cikarilamacagdi icin (sarth olashk gibi) tanimlanmasi
gerekir

Elimizdeki A ve B olaylari icin P(A/B) = P(A) ise A olayl B'den
bagimsiz denir. Tanim budur.

Bayes kuralini kullanirsak P(AN B)/P(B) = P(A) yani:

P(AN B) = P(A).P(B)

Bu ikisi de bagimsizlik icin tanimlar olarak kullanilabilir



Bagimsizlik (Independence)

e Bagimsizlik taniminin ikinci veriyonuna bakinca A ve B olaylari icin
simetrik oldugu gorulur.

e Dolayisi ile A'nin B'den bagimsiz olmasi ve B’'nin A’dan bagimsiz

olmasi ayni seydir ve bagimsizlik sarti saglaniyorsa genel olarak A
ile B bagimsizdir denir.

e Iki olayin bagimsiz olup olmadigini anlamak icin bagimsizhigin ke-
lime anlami uzerinden akli ve mantik yurutmek verine, direkt olarak
matematiksel sartin saglanip saglanmadigina bakilmasi he zaman
daha saglikli/dogru sonuclar verecektir.



Sarth/Kosullu (Conditional) Bagimsizlik ve Coklu
Bagimsizlik

Bagimsiz olmayan iki olay bir ucuncu olaya sartli olarak degerlendirildiginde
bagimsiz olabilir. Bununu icin sart sudur:

P(AN B/C) = P(A/C).P(B/C)

Ikiden fazla sayida olayin birbirinden bagimsiz olmasi icinse su sart
saglanmali:

P(NjesA;) = Mg P(A;)

e Bu sart olaylarin cifter cifter birbirinden bagimsiz olmasindan daha
kuvvetli bir sarttir

e Yani Ay A, ile bagimsiz, A1 Az ile bagimsiz, A, Az ile bagimsiz
olugu halde A4, Ay, Az bir Ug¢lu olarak bagimsiz olmayabilir



Ornek

Art arda 2 defa 4 yuzlu bir zarin atilma deneyinde 16 muhtemel sonucun
hepsi ayni ihtimalle (1/16) gelmektedir.

A = {ilk zar atisi 1}, B = {2 zar atisinin toplami 5}

olaylari bagimsiz midir?

Buradaki cevap beklenin (diiz mantigin) aksi bir sonuc verecek, bakalim:

1
P(AN B) = P(iki zarin sonuclar (1,4)) = Te’
ayrica
A olayindaki eleman sayisi 4
pP(4) = S e e
toplam ihtimal sayisi 16
B olayindaki ciktilar (1,4),(2,3),(3,2),(4,1) ve
B olayindaki eleman sayisi 4
P(B) = yindax ¢ ol _ &
toplam ihtimal sayisi 16

P(ANnB)=P(A)P(B) olduguna gore A ve B olaylari bagimsizdir.



Ornek

P(AiNA>nN A3z) = P(A1)P(A>)P(A3) esitligi cifter cifter bagimsizlik
icin yeterli degildir. Adil 6 yuzli zarin iki defa atilmasinda asagidaki
olaylari dusunun:

A = {ilk zar atisi 1, 2 veya 3},
B = {ilk zar atisi 3, 4 veya 5},
C = {iki zar atisinin toplami 9}.

Bunlara gore:

P(ANB) = % ) % ) % — P(A)P(B).
P(ANC) = % ” % 5 34_6 — P(A)P(O).
P(BNC) = 1—12 ) % ) ;_6 — P(A)P(B).

Yani A, B ve C olaylarindan bagimsiz 2 tane olay yoktur, ama uclu
olarak bagimsizdirlar. Diger bir deyisle:

1 1 1 4
P(ANBNC)=—=—x—x—=P(A)P(B)P(C
( )= =5 %5 % e = PPHBIP(O)



Sayma

Simdiye kadar olaslik ile ilgili basit hesaplar yaparken kiime eleman-
larini tek tek elimizle saymistik

Ama daha komplike problemler icin tek tek bu sekilde kime ele-
manlarint saymak mumkun olmaz veya cok zor ve zahmetli olur

Boyle durumlar icin, bize bazi kurallara gore olusmus olan kumelerin
eleman sayilarint veren formtuller ve teknikler vardir

Genel olarak bu sayma tekniklerini ve formiullerini, temel sayma
prensibi, kombinasyon ve permutasyon olarak sayabiliriz



Temel Sayma Prensibi

e Arka arkaya bir deney yaptigimizi dusunelim. Birinci deneyin nq,
ikinci deneyin no,..., tinCi deneyin ise n; olasi ciktisi olsun. Butun 1
tane deneyden olusan grubun olasi butun ¢iktilarinin sayisi nq.n»....n;
olur

e Bu zaten carpmanin tanimindan ve anlamindan cikan bir sonuctur

e Ornek: Bir lilkede lic rakamli mobil kodlari 4 tane olsun: 532,535,505,
533. Ve telefon numaralarinin kendileri bu 6n kod hari¢c 7 rakam-
dan olussun ve sifirla baslamasina izin verilmesin. Bu kuralla gore
toplam kac¢ tane mobil telefon numarasi yazilabilir.



Temel Sayma Prensibi (Devam)

e Sayma prensibindeki tanim lzerinden gidersek, deneyler/prosesler
8 tanedir, 1 telefon kodu ve kalan 7 tane de rakam. Herbirinin olasi
ciktl sayilarini carpmamiz gerekiyor

e O zaman toplam telefon numarasi sayisi: 4.9.10.10.10.10.10.10 =
36.10°, vani 36 milyon tane olur..

e Ornek: Eleman sayisi n olan bir kiimenin altkiime sayisi 2.2.2...2 =
2™ olur, cunkl her bir neleman icin bir alt kimede olmak veya
olmamak gibi iki secenek vardir.



Permutasyon

Burada/Permitasyonda saydigimiz sey n elemandan sirasi onemli
olacak sekilde k elemani secme seklidir.

Temel sayma prensibini kullanarak bu durumda toplam sayi

nn—1)..(n—(k—-1) =n(n—-1)..(n—k+1)

olur ve n'nin k'li permutasyonu denir

Clnku secilecek olana ilk eleman icin n olasi ¢ciktl, ikincisi icin (n—1)
olasi cikti .... olur, ve bunlar sayma prensibi geregi carpilir

Permutasyon su sekilde de hesaplanabilir: (nf!m,

Ornek: Harfleri birbirinden farkli dort harfli kelime sayisi= 29! /25! =
29.28.27.26



Kombinasyon

e Burada/kombinasyonda saydigimiz sey n elemandan sirasi onemli
olmadan k elemani secme seklidir.

e Sirasi onemli olmadigi icin genel olarak kombinasyon sonucu permutasyona
gore daha kucuk olur.

e Cunku ornegin, A,B,C kumesinden iki elemanli secimler icin, permutasyondz
sayacagimiz seyler AB,BA,AC,CA,BC,CB iken kombinasyonda A ve
B, A ve C, B ve C olur.



Kombinasyon

e Kombinasyon sayisini hesaplamak icin daha once cikardigimiz permutasyon
savisint kullanabiliriz.

e Permutasyon sayisint her kli grubun kendi icinde mumkun olan
Siralama sayisina bolersek kombinasyon savisini elde ederiz.

e Dolayis! ile kombinasyon su sekilde hesaplani ve gosterilir:

n . n!
(k )  El(n—k)!




Ornek

TATTOO kelimesindeki harflerin vyerleri degistirilerek kac farkll ke-
lime (harf sirasi) olusturulabilir? Mevcut harfler ile doldurulacak 6
pozisyon vardir. Butun yerlestirmeler 3 buyuklugundeki T grubun-
dan, 1 buyukligundeki A grubundan, 2 buyuklugundeki O grubundan
secilmektedir. Bunlara gore istenen deger:

6! 1x2x3%x4x5%x6

60

11213l 1x1%x2%1%2%3

Cevabi alternatif bir yontem ile cozmek ogretici olacaktir. TATTOO
kelimesini T{AT>T30105 seklinde 6 farkli eleman ile ugrasiyormus
gibi yazallm. Bu 6 0ge 6! degisik bicimde tekrardan duzenlenebilir.
Fakat Tq1, To ve T3'Un 3! olasi permutasyonu ve O ve Os'nin 2!
olasi permutasyonu ayni kelimeleri olusturur. Altindisler cikarildiginda
6!/(3!21) degisik kelime kalir.



Ornek

4 yuksek lisans ve 12 lisans ogrencilerini olustugu bir sinif rastgele 4
farkli gruba bolunmustur. Her bir grupta 1 adet yuksek lisans ogrencisi
bulunma olasiligi nedir? Bu soru Ornek 1.11 ile aynidir fakat burada
cevabl sayma argumanini kullanarak elde edecegiz.

Oncelikle drnek uzayini belirleriz. Tipik cikti 16 &grenciyi belli bir
bolme ile 4 gruba ayirmaktir. Rastgele sozuyle butun bolmelerin esit
olasilikla yapildigint anlariz, boylece olasilik sorusu hesaplamalardan
birine dusurulebilir.

Onceki tartismaya gore

16 16!
4,4,4,4 |  4141414)

degisik bolme vardir ve bu ornek uzayinin boyutudur.

Simdi her bir gruba 1 adet yuksek lisans ogrencisi dusme olayina odak-
lanalim. Bu c¢ikti 2 asamada gerceklestirilir:



(a) 4 yuksek lisans ogrencisi her bir gruba dagitilir; ilk yiuksek lisans
ogrencisi icin 4 olasi grup vardir, ikincisi icin 3 adet, ucuncusu icin 2
adet. Yani 4! sayida secim vardir.

(b) Geri kalan 12 lisans ogrencisi 4 gruba dagitilir (her grup icin 3
ogrenci). Bu
12 12!
3,3,3,3 ) 3131313

Sayma Prensibine gore, istenilen olay
41121
3131313
degisik seklilde gerceklesir. Bu olayin gerceklesme olasiligi:

4112
31313131
16! -
ATA14T47

degisik yolla yapilir.

Bazl hesaplamar sonucunda:
12x8x4
15%x14 %13




