Birden Fazla RDnin Bilesik Olasilik Fonksiyonlari
Birden fazla x1,xzo,...,xn gibi RDIlerimiz olsun.

Bunlarin bilesik olasilik fonksiyonlari kesikli ve rastgele RDler icin
sirasiyla su sekilde tanimlanir

Pxy,.. X, (T1,-.2n) = P(X1 =21, Xo =22,..., Xy = zn)

/B / fxy,..x,(x1,...xn) dx1 ...dry = P(x1€B1,72€B>, ..., TneBn)
1 n

Burada birden fazla RD'ye ayni anda bakmis oluyoruz

Ornegin bir sehirdeki sicaklik, nem orani, ve yikselti gibi ic RD'ye
birden bakiyoruz.



Marginal PDF/PMF’s - Marjinal OYF ve OKF'ler

e Verilmis olan bir bilesik olasilik fonksiyvonundan herhangi bir olasilik
fonksiyonu su sekilde hesaplanir.

e Ornegin iki RDmiz olsun X ve Y. Bunlarin bilesik OKFsi ise
px.y(z,y) seklinde yazilabilir.

e BOyle bir durumda tek bir RD, 0rnegin Xin olasilik fonksiyonu su
sekilde hesaplanabilir:

px() =P(X =2)=) P(X=uzY =y)=)> pxy(z,y)
) Yy



Marginal PDF/PMF’s - Marjinal OYF ve OKF'ler
(Devam)

e Benzer sekilde surekli rastgele degiskenler icin sunu yazabiliriz

fx(x) = /fX,Y(ﬂU,y) dy

e Yani verdigimiz ornekten devam edersek, sicaklik RD’'si icin olasilik
fonksiyonunu, butin nem ve butun yukselti degerleri uzerinden
(olasiliklari ile agirlikli sekilde) toplayarak bulabiliriz.



Birden fazla RD icin Fonksiyonlar ve Beklenen Deger

e Nasil tek bir RDnin fonksiyonu olabiliyorsa birden fazla RDnin de
fonksiyonlari olabilir

e Ornedin X,Y gibi iki tane RD'nin bir fonksiyonu Z = ¢g(X,Y) sekilde
yvazilabilir

e Beklenen deger de tek bir RD icin tanimladigimiza benzer sekilde
tanimlanir

Elg(X, V)] =) > gz y)pxy(x,y)
Y
Elg(X I = [ [ 9o ) fxy (@,y) dudy

e Ornegdin bir elips icin iki eksen uzunlugu RDler olan X ve Y olsun.
Elipsin alani olan Z = ¢(X,Y) = XY baska bir RD olur.



Bir RDyi Bir Olaya/Event’e gore Kosullama

e Bir olaya gore kosullanmis olasilik fonksiyonlari (OKF ve OYF) su
sekilde tanimlanir
P([X =x]NnA)
P(A)

px/a(@) = P(X = z/A) =

P([XeB] N A)
P(A)

| Fx/a(@) dz = P(XeB/A) =

e Ornegdin diinyadaki herhangi bir noktanin genel sicakhgr RD’si (X)
ele alinacak olursa, A olayl bu noktanin Istanbul’da olmasi olsun.
Bu durumda px,4(z) Istanbuldaki hava sicakhigi RD'sinini OKF'si
olur.



Bir RDyi Bir Olaya/Event’e gore Kosullama
(Devam)

e Eger A olayini xzeA seklinde ifade edebiliyorsak

/ Foa(2) do = P([XeB]NA) _ P((XeA)N B) _ Janp [x(z) dx
B’ X/A P(A) P(A) P(A)

e Buradan su sonuca ulasiriz

fX(iU) TeA
0, d.d.

fxa@) = { P(zed)’



Bir RDyi Baska Bir RD’ye gore Kosullama

e Bir RDnin diger RDye gore kosullu olasiliklari kesikli ve surekli RDler
icin sirasiyla su sekilde tanimlanir.

P(X=z,Y=y) _prxy®vy)

P (@) = p =) Py (@)
v Gafy) = XD

e Ornedin X sicaklik, Y ise nem olsun. Burada px/y(z/y) her nem
oranina kosullu olarak sicakligin OKF'sini verir. Daha acikca, % 10
nem icin sicaklik OKF'si; %20 nem icin sicaklik OKF'si ....vb

e Bu iliskilerden su basit ve vararh cikarimlar yapilabilir
px,y(z/y) = py(W).rx vy (z/y) = px(z).py,x(y/z)

Ixpy@/y) = fyW)-fxy@/y) = fx (@) fy/x(y/x)



Kosullu Beklenen Deger - Conditional Expectation

e Kosullu olasilik fonksiyonlarini kullanarak elde ettigimiz beklenen
degerlere kosullu beklenen deger denir.

e Bir olaya kosullu beklenen deger kesikli ve surekli RDler icin sirasiyla
su sekilde verilir

Elg(X)/Al = ) _g(x)px,a(x)

Elg(X)/Al = [ g(a)fx/a(@) da

e Ornek: Istanbuldaki ortalama sicaklik gibi.



Kosullu Beklenen Deger - Conditional Expectation
(Devam)

e Bir RD'ye kosullu beklenen degerler ise:

Elg(X)/Y] =Y 9@)py v (2/y)

Elg(X)/YT = [ 9@ fxpy (@/y) do

e Ornek:Nem orani



Toplam Beklenen Deger Kurali - Total Expectation
Rule

e Bu kural/formille (toplam olasilik kuralina benzer sekilde) = gibi bir
RD'nin beklenen degeri, diger olaylar veya RD’lere kosullu beklenen
degerler kullanilarak hesaplanir.

e Kuraliispat etmek/cikarmak icin olasilik fonksiyonunu toplam olasilik
kuralint kullanarak yazalim.

n

px(x) = Y P(A)py a,(x/A;)
i=1



Toplam Beklenen Deger Kurali - Total Expectation
Rule (Devam)

e Beklenen deger formiilinde py(x) yerine bunu yazarsak

T

ELX] =Y > P(A)py/a,(w/A) = 3 P(A) Y. apya,(2/A)
1=1 =1 T

= ) P(A)E[X/A]
i=1

e Ornegin herhangi bir rastgele noktadaki ortalama sicaklik icin biitiin
sehirlerdekki ortalama sicakliklari kullanabiliriz.



Toplam Beklenen Deger Kurali - Total Expectation
Rule (Devam)

e Benzer sekilde kesikli RD’ler icin
E[X] =) py(WE[X/Y]
Yy
ve surekli RD'ler icin

ELX] = [ fr WELX/Y]dy

olarak ispat edilebilir.

e Ornegin, ortalama sicakhgl bulmak icin butin nem degerlerine gore
olan sicakliklari parca parca kullanabiliriz.



Ornek

Bir ogrenci belli bir testi maksimum n defa gecene kadar tekrar tekrar
yapacak, her seferinde gecme olasiligli onceki denemelerinden bagimsiz
olarak p'dir. Ogrencinin testi gecmesine bagimli olarak teste girme

sayisinin PMF'i nedir?

Ogrencinin testi gecme olasiligina A diyelim (en fazla n deneme ile).
Bir X rastgele degiskeni tanimlayallm. X sonsuz sayida deneme hakki
verilirse gerekli olan deneme sayisidir. O halde X p parametreli bir
geometrik rastgele degiskendir, ve A ={X < n}

P(A) =3 (1-p)™ Ip,
m=1

ve

( k—1
A=p)"p R =1.2 ..n
_ 1—p)ym—1
px|a(k) =« mzzjl( p)" P
0, diger durumlarda.

\




Bilesik OKF Ornegi

ProfesOr May B. Right derste sik sik yanlis seyler soyler, ve ogrencilerinin
sorularini diger sorulardan bagimsiz olarak 1/4 olasilikla yanlis cevap-
lar. May'in derslerinde esit olasilikla O, 1 veya 2 soru sorulur. X ve Y
sirasiyla May'e dersde sorulan soru sayist ve May'in yanlis cevapladigi
soru sayisidir. Bilesik PMF'i (px y(z,y)) olusturmak icin bitin z ve
y degerlerini kombinasyonlari icin P(X = z,Y = y) olasiligini hesapla-
mamiz lazim. Bu deneyin ve carpma kuralinin ardisik aciklamasi kul-
lanilarak yapilir. Ornegin bir sorunun soruldugu ve yanlis cevaplandigi
durum icin

S
[EY
N

1
pxy(1,1) = px(@)py|x(y,2) = 3+

Butun x,y degerleri icin benzer sekilde hesaplama yapilir ve PMF iKi
boyutlu bi tablo ile gosterilebilir.



Bilesik OKF Ornegi (Devam)

Bu herhangi bir olayin olasiligini hesaplamak icin de kullanilabilir. Ornegin

P(en az 1 yanlis cevap) = pxy(1,1) +pxyv(2,1) + px y(2,2)
_ 4.6 1
48 48 @ 48




Ornek

Bilgisayar agi lizerinden mesaj gdénderen bir verici disinin. Iki rastgele
degisken tanimlayalim:

X: mesajin iletim suresi, Y: mesajin uzunlugu

Iletim siiresinin ve mesaj uzunlugunun PMF’lerini bilmekteyiz. Biz
mesajin iletim zamaninin (kosulsuz) PMF'ini bulmak istiyoruz.

Mesaj uzunlugu 2 olasi deger almaktadir: 5/6 olasilikla y = 102 byte
ve 1/6 olasilikla y = 104 byte.Mesajin uzunlugunun olasilik fonksiyonu
ise su sekildedir:

5/6 if y =107

py(y) = {1/6, if y = 10

Mesajin iletim suresi X'in Y uzunluguna bagl oldugunu gorebiliyoruz.
Iletim siiresi 1/2 olasilikla 10—4Y saniye, 1/3 olasilikla 103y saniye ve
1/6 olasihkla 1072Y saniyedir. Boylece:



Ornek Devam

(1/2  if z =102, (1/2 ifz=1,
px|y(#/10%) ={1/3 if z =101, pxy(z|10%) =<{1/3 if z = 10,
1/6 ifz=1. 1/6 if z = 100.

X'in PMF'ini bulmak icin toplam olasilik formulunu kullaniriz:
px(x) =) py(Wpxy (z,9).
Yy
Oyleyse:

px(1072) = px(1071) = , px(1l) =
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10) = = % -, 100) = = * —.
px(10)=2+2,  px(100) = =«
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