RD’ler Icin Bagimsizhik

e Bir RD'nin bir olaydan bagimsiz olmasi icin asagidaki sartin saglanmasi
gerekir.

P(X=zveA) =P(X =2)P(A) =px(x)P(A)

e Iki RD'nin bagimsiz olmasi icin ise kesikli ve siirekli icin su sartlar
saglanmahdir.

rxy(z,y) = px(z)py(y)

fxy(z,y) = fx(@)fy(y)

e Iki RD bagimsiz ise carpimlarin beklenen degeri, beklenen degerlerin
carpimina esittir, vani

E[XY] = E[X]E[Y]



Bagimsiz RD’ler icin Beklenen Deger

e Onceki baginti su sekilde ispat edilebilir.

E[XY] =) > zypxy(z,y) =) > zypx(x)py(y)

x Yy r vy

= > xpx(x) ) ypy(y) = E[X]E[Y]
T Y

e Genellersek, iki bagimsiz X ve Y gibi iki RD icin

Elg(X)h(Y)] = E[g(X)]E[R(Y)]

e Surekli RD'ler icin de benzer bir ispat yazilabilir.



Badimsiz RD’ler icin Varyans/Sapma ve Ikiden Fazla
RD icin Bagimsizlik

e Iki bagimsiz X ve Y gibi RD'nin toplaminin varyansina bakalim
0% 4y = E[(X +Y)?] - E[X + Y]?
= E[X?] 4+ E[Y?] 4+ E[2XY] — E[X]? — E[Y]? — 2E[X]E[Y]

= E[X?]+E[Y?]+2E[X]E[Y]-E[X]*~E[Y]* - 2E[X]E[Y] = o7 +0y
e Surekli RD'ler icin de benzer bir ispat yapilabilir.

e Birden fazla RD icin bagimsizlik benzer sekilde tanimlanir
pwl,xz,---,ﬁn(xla LDy wuny CBn) — pwl(xl)pwz(xQ)pxn(xn)

[0, an (21,22, ..., 2n) = foq (1) foo(22)... f2,(Tn)



Ikiden Fazla RD icin Bagimsizlik (Devam)

e Beklenen deger ve varyans kurallari da genellenebilir.

E[X1X5...Xn] = E[X1]E[X5]...E[X}]

2 2 2 2
OX1+Xot+..+Xp, =X, T 0x, T T X,



Surekli Bayes Kurali ve Cikarim (Inference)

e Kesikli olana benzer sekilde surekli Bayes Kurali su sekilde verilir:

fx (@) fy)x(y/z)
fy (y)

xv(z/y) =

e Bazen asagidaki fy(y) icin toplam olasilik kullanilir ve su ifade elde
edilir
fx (@) fy)x(y/z)

fY/X(y/fU/)fX(UU’) dx’

fxy(@/y) =/

e Surekli Bayes Kurall sikca bir gozlemden direkt olarak gozlemlenemeyen
degiskenlerin tespitinde kullanilir.



Inference (Cikarim)

Boyle bir problem icin, x bulmak istedigimiz gizli degisken, y ise
bizim gozlemledigimiz x ile iliskili bir degiskendir.

Biz herhangi bir bilinmeyen x’e bagli olarak y'yi gozlemledigimizden
elimizde fy,x(y/z) vardir. Biz ise Slctigimiz bir Y icin X'i yani
fx;v(x/y)'yi bulmak istiyoruzdur.

Biz gozlemden gizli bir degiskenin bu sekilde bulunmasina ¢cikarim/inference
denir.

Kesikli Hali ise su sekilde verilir

pn () fy/n(y/n)
>i fyyn(y/i)pn(0)

pn/y(n/y) =



Ornek

Tekrar tekrar bir yazilim programi yazmaktasin, ve her defasinda onceki
denemelerden bagimsiz olarak p olasilik ile program duzgun calismaktadir.
Program duzgun calisana kadar yapilan denem sayisina X dersek, X'in
beklenen degeri ve varyansi ne olur?

X'l geometrik rastgele degisken olarak tanimaktayiz, PMF'i:

px (k) = (1 —p)*1p, k=1,2,...

X'in beklenen degeri ve varyansi:

EXI= S k(1—p)f1p,  var(X)= 3 (k- EIXD2(1 - p)F1p,
k=1 k=1

fakat bu sonsuz toplamlar bir miktar can sikicidir. Alternatif olarak,
toplam beklenti teoremini uygulayacagiz; A1 ={X =1} =

{ilk deneme basarili} A, = {X > 1} = {ilk deneme basarisiz} ve daha
basit islemler ile sonuclanir.



Eger ilk deneme basarill ise X =1, ve

E[X|X =1] = 1.

Eger ilk deneme basarisiz ise X > 1, ilk denemeyi bosa harcamisiz
demek ve basladigimiz yere geri donmusuzdur. Yani kalan denemelerin
beklenen degeri E[X]'dir ve

E[X|X > 1] =1+ E[X].

Boylece,
EX]=P(X=1E[X|X=1]4+4P(X > 1E[X|X >1] =1
=p+ (1 -p)(1 + E[X]),

buradan:

E[x] = .
p

Ayni yontem ile,

E[X?|X =1] =1, E[X?|X > 1] = E[(14+X)?] = 14+2E[X]+E[X?]



buradan:

E[X?] =px1+ (1 -p)(1+2E[X]+ E[X?]),

ve

1+ 2(1 - p)E[X]
p Y

E[X?] =

ve E[X] = 1/p esitligini kullarak sunu elde ederiz:
2 1

E[X?] =5 --=.
p? P

Son olarak:

var(X) = E[X*] - (B[X])* = 5 -~ - 5=



Ornek

Bir madeni para n defa atilmaktadir ve p olasilikla yazi gelmektedir.
Yazi gelen para sayisinin varyansi nedir?

Her ¢ dederi icin X; yazl geldiginde 1 tura geldiginde O degerini alan
Bernoulli rastgele degiskenidir. Oyleyse X = X1+ Xo+ ...+ X, DI-
nominal rastgele degiskendir. Ornek 2.10'da bulundugdu gibi E[X] =
np'dir. Para atislarinin bagimsizligina dayanarak, X1, Xo, ..., Xy, rastgele
degiskenleride bagimsizdir ve

var(X) = Z var(X;) = np(1 — p).
1=1

Bolum 2.2'de tartistigimiz gibi, A parametreli bir Poisson rastgele degiskeni
(Y) binominalin "limiti", n — oo , p — 0, olarak gorulebilir, np = A
iken. BoOylece, binominalin beklenen degerinin ve varyansinin limitini
alinca, Poisson’'un beklenen degerini ve varyansini elde etmis oluruz,
E[Y] = var(Y) = A. Ornek 2.7'de E[Y] = X formuluni dogrulamistik.



var(Y) = X formull ispatlamak icin:

= ME[Y] +1)

ve,

var(Y) = E[Y?] — (E[Y]D)? =AM\ 4+ 1) — A2 = ).



Ornek

Bir mesaj -1 veya +1 degerlerini alan s sinyali olarak baska bir noktaya
gonderiliyor. Haberlesme kanalinda normal dagilima sahip bir gurultu
(beklenen deger u = 0 ve varyans ¢2) ile bozulmaktadir. Alici tarafina
gelen deger eger < 0 (veya > 0) ise mesajl -1 (veya +1) degeri olarak
bulur. Hata olasilhigr nedir?

Hata, -1 gonderildiginde ve girilti (N) en az 1 oldugunda olusur,
s+ N=-14+N>0. Yada +1 gonderildiginde ve girulti (N) -1'den
daha disik oldugunda olusur, s+ N = 1+ N < 0. Ilk durumda hata
olasiligi:

N — 1—
o 7

PIN>1)=1-P(N<1)=1-P( )

— 1ot =1 el

Diger durumda, hata olasiligi simetriden dolay! esittir. ®(1/0) normal
tablosundan elde edilebilir. ¢ = 1 olunca ®(1/0) = $(1) = 0.8431, ve
hata olasiligl 0.1587 olur.



Ornek

Polis radarindan gecen bir aracin hizi beklenen degeri 50 mil/saat
olan ussel dagilimli rastgele degisken, X, olarak modellenmistir. Polis
radarindaki arac hizinin olcumu, Y, beklenen degeri O ve standart sap-
masi aracin hizinin onda biri olan bir normal rastgele degiskendir. X ve
Y 'nin ortak PDF'i nedir?

Fx(z) = (1/50)e=%/50 z > 0 icin, ve X = z'e kosullanmis Y dlclimiiniin
beklenen degeri x ve varyansi a:2/100 olan normal PDF'i vardir:

1 —(y—2)%/(22?/100)

fyix(yle) = V2 (2/10)

Boylece butun z > 0 ve butun y degerleri icin,

1 10
6—3:/50 6—50(y—:1:)2/5132.

fxy (@ y) = fx (@) fy)xyle) = 50 TS



Ornek

Ikilik bir S sinyali iletilecektirve P(S =1) =pve P(S = —1) = 1—p'dir.
Alinan sinyal Y = N 4+ S'dir, N beklenen degeri O ve birim varyansi olan
bir normal gurultudur, S'den bagimsizdir. S = 1 olma olasiligini, elde
ettigimiz Y = y sinyalinin bir fonksiyonu olarak belirtiniz.

S = s'ye kosullu Y rastgele degiskeni s beklenen degerli ve birim
varyansli normal dagilimdir. Yukarida verilen formulleri uygularsak,
p _—(y—1)2/2
ps(1)fy|s(wl1) _ e WY

P(S=1]Y =y) =

fy(y) e—(y—1)2/2 1¢_p e—(y+1)2/2’

\/2_

sadelestirilirse:

pe?
pe¥ + (1 —ple ¥

P(S=1]Y =y) =

y degeri —oo'a yaklastiriirsa P(S = 1|Y = y) olasihginin 0'a gittigi
gorulmektedir. y degeri +oo’a yaklastiriirsa P(S = 1|Y = y) olasihgl
bu sefer 1'e gider ve iki deger arasinda monoton olarak artmaktadir.
Bu sezgilerimizle uyumludur.



