Kumulatif Dagilim Fonksiyonlari

Herhangi bir rastgele degisken icin kiimilatif dagihm fonksiyonu/cumulative
distribution function (KDF/CDF) su sekilde tanimlanir.

Fy(2) = P(X <2)= [ ”;O fx(a') dz’

Surekli olan icinse

Px(z) =P(X <z)= > px(a)

KDF bir olasilik oldugundan degeri hep sifir ile bir arasindadir.

Ayrica tanimdan dolayl -sonsuz’da sifir, 4+sonsuz’'da ise bir degerini
alir.



e KDF ayrica hep monoton artan veya sabit bir fonksiyoundur, yani
artan x degeri ile hicbir sekilde azalmasi mumkun degildir.

e Verilmis olan bir KDF icin OYF turev islemi ile bulunur. Yani:

dFx(x)

fx(xz) = o



Cikarilmis Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

e Kumulatif dagilim fonksiyonlarinin en onemli kullanim alanlarindan
biri " cikarilmis olasilik yogunluk fonksiyonu (derived PDF)"” yonteminde
ortaya cikar

e Cikarilmis OYF Metodu, OYF'si verilmils bir RD'nin bir fonksiyonu
olan baska bir RD verildiginde, bu yeni RD'nin OYF'sini hesapla-
manin sistematik bir yontemidir.

e Yani cikarilmis OYf/derived PDF, bir x RDi ve OYF'si fyx(x) ver-
ilmis oldugunda, bize verilen y = g(x) icin y'nin OYFsi fy(y)'yi
hesaplamanin yontemidir.



Cikarilmis Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari Asamalari

e Cikarilmis OYF Yonteminini u¢c asamasi vardir ve su sekilde aciklanabilir.
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e Problem: z ve fx(z) verilmis olsun; yg(xz) (6rnegin y = wx< veya

y = sin(z) vb) icin fy(y) nedir?
e Asama 1: fx(zx) kullanilarak F'x(z) hesaplanir: Fx(x) = [* fx(z) dz’

e Asama 2: y = g(x) bagintisi kullanilarak Fy(y) hesaplanir: Fy(y) =
P(Y <y) = P(g(x) <wy). Burada g(x)'in formuna gore x yalniz
birakilarak Fy(y), Fx(xz) kullanilarak yazilir.

e Asama 3: Fy(y)'nin tlrevi alinarak (Fx(z) de kullanilarak) fy(y)
bulunur.

e Bu konu ile ilgili bircok ornek derste cozulmustur.



Ornek 4.2

John Slow Boston’dan New York'a 180 millik yolu sabit bir hizla git-
mektedir. John'un hizi 30 ve 60 mil/saat arasinda dizgin dagilimhdir.
Seyahat suresinin PDF'i nedir?

X'i hiz y = g(X) seyahat sliresi olsun:

180
X)) =""-.
g(X) ~

Y'nin CDF'ini bulmak icin sunu hesaplamaliyiz

180 180
P(Y <y) =P(- > <y) =P(* < X)
Y

X'in verilen PDF’ini kullaniriz



1/30 eger 30 <z <60,

fx(@) = {o diger tirli,

ve denk gelen CDF

y

0, eger r < 30,
Fx(x) =< (x—30)/30, eger 30 <z <60,
L0, eger 60 < x.

Boyvlece,



180

’ 0
18
=1-Fx(—)
(0, eger y < 180/60,
_ 189_30
= \1--Y35—, eger 180/60 <y < 180/30,
0, eger 180/30 < y,
(0, eger y < 3,
=4{1-(6/y), eger 3<y<6,
|0, eger 6 < y.

Turevini alarak Y'nin PDF'ini elde ederiz:

(

0, eger y < 3,

fy(y) =16/y%, eder 3<y<6,
0, eger 6 < y.

\



Ornek 4.3

Y = g(X) = X2 ve X rastgele degiskenin bilinen bir PDF'i var. y > 0
sartini saglayan herhangi bir y icin:

Fy(y) =P(Y <y)
=P(X?<vy)
=P(—v/y < X <)
= Fx(vVy) — Fx(—/y)

turev alinip, zincir kurali uygulanirsa

Fy (y) = %mm + %m—@



Ornek 4.5

X beklenen degeri pu ve varyansi o2 olan bir normal rastgele degiskendir.
Y =aX + b ve a ve b degerleri skalardir, a #= 0.

1 2 2
_ —(x—p)</20
fX(w) Vi 27‘(’0’6

Boyvlece:

fy(y) = ﬂ <;b>

- () )

__r {_(y—b—au)z}
V2rlalo ¥ 2 [

Bunu beklenen degeri au + b ve varyansi a?c2 olan normal PDF olarak

gorurtuz. Ozellikle, Y bir normal rastgele degiskendir.



Ornek 4.7

Iki okcu hedefe ok atmaktadirlar. Atislarin hedefin merkezine olan
uzakligi diger atislardan bagimsiz olarak O ile 1 arasinda duzgun dagilmaktadir.
Kaybeden atisin merkezden uzakliginin PDF'i nedir?

X ve Y birinci ve ikinci atisin merkezden olan uzakligl, Z ise kaybeden
atisin uzakligr olsun:

Z = max{X,Y}.

X ve Y'nin [0,1] arahdinda diizgin dagildigini bilmekteyiz, bdylece
z € [0,1] ve

P(X<z)=P(Y <z)==2



X ve Y'nin bagimsizhik 6zelligini kullanarak biitiin z € [0, 1] icin,

Fy(z) =P(max{X,Y} < 2)
=P(X <zY <z2)
=P(X <2)P(Y <2)

— 2’2.

T Urevini alirsak:

z, eger0<z<1,
: diger turlu

F2(2) {5



Bagimsiz Rastgele Degiskenlerin Toplami - Evrisim

Simdi iki rastgele degiskenli Z fonksiyonunun onemli bir ornegini dusunecegiz.
Z=X4Y ve X ve Y bagimsizdir. Baslangic olarak X ve Y 'nin ayrik
oldugu durumdaki PMF formulunu cikartacagiz.

Z = X +Y iken X ve Y px ve py PMF degerlerine sahip tam sayi
degeri alan rastgele degisken olsun. Herhangi bir z degeri icin,

P(X+Y =2)

Y PX=zY=y)
{(z,y)|z+y==z}

=> px(@)py(z — ).

pz(2)

pz PMF't X ve Y'nin PMF'inin evrisimi olarak cagrilir.



Simdi X ve Y'i fx ve fy PDF degerlerine sahip devamli bagimsiz rast-
gele degisken olarak dusunelim. Z = X 4+ Y'nin PDF'ini bulalim. Bu
amac icin oncelikle X ve Z'nin birlesik PDF'ini bulup, turevini alarak
Z'nin PDF'ini elde etmeliyiz.

P(Z<zIX=z)=P(X+Y <z|X =x)
=P(z+Y <z|X =x)
=P(z4+Y <z2)
=P(Y <z-—ux).

3. esitsizlik X ve Y'nin bagimsizligindan gelmektedir. Iki tarafinda z'ye
gore turevini alirsak, fZ|X(z|a:) = fy(z —x) oldugunu goririz. Carpma
kuralini kullanarak:

fxz(x, z) = fx (@) f71x(z]z) = fx (@) fy(z —2).



Son olarak:

oo

12 = | fxa@de= [ fx@fy(z - 2)da

Bu formul ayrik durumundaki ile tamamen paraleldir, sadece toplam
yerine integral gecmis ve PMF yerine PDF kullaniimistir.



Kovaryans (Covariance) ve Korelasyon Katsayisi
(Correlation Coefficient)

Iki X ve Y gibi RD'nin kovaryansi su sekilde hesaplanir:

Cov(z,y) = E[X — uz|E[Y — py]

Kovaryans iki RD'nin birbirini etkileme/birbiri ile iliskisi miktarini
ifade eder.

Korelasyon Katsayisi (Correlation Coefficient) ise su sekilde tanimlanir:

A(X.Y) = Cov(x,vy)

O'xa'y

Korelasyon katsayisinin kovaryanstan farki, hep O ile 1 arasinda bir
sayl verecek sekilde normalize edilmis olmasidir.



e BoOvlece verilmis olan bir korelasyon katsayisina bakarak, O veya 1'e
yvakinlgint baz alabilir ve ili RD arasindaki ilinti ya da ilintisizligin
ne kadar kuvvetli oldugunu anlayabiliriz.

e Kovaryansi sifir olan iki RD'ye "ilintisiz’ denir. Bagimsiz olan iiki
RD kesinlikle ilintisizdir ama tersi dogru degildir.



Ornek 4.15

Bolum 2.5'de tartistigimiz sapka problemini dusunun, n Kisinin sapkalarini
bir kutuya attig:r ve kutudan rastgele bir sapka cektigi problem. Kendi
sapkasini ceken insan sayisinin, X, varyansini bulalim.

X=X+ ...+ X,

X; eger i'ninci insan kendi sapkasini cekerse 1, baskasinin sapkasini
cekerse 0 degeri almaktadir. X; p = P(X; = 1) = 1/n parametreli
Bernoulli'dir. Bu sebeple:

E[X;] = % var(X;) = % (1 _ %) |

v #+= 5 degerleri icin,



cov(Xi,Xj) = E[Xz'Xj] - E[Xi]E[Xj]

11
nn
1

=P(X;=1)P(X,; =1|X; = 1)—p
_1 1 1
T nn—1 n2
. 1
_nQ(n—l)

Bu sebeple:



var(X) = var (Z X,L->

= Z var(X;) + Z cov(X;, X;)
{(e.5)]i75}
= 1 (1——) + n(n—1).

n
= 1.

1
n?(n — 1)




Yenilemeli Beklenen Deger ve VVaryans

Birbirine bagll iki rastgele degiskenin oldugu durumlarda, beklenen
deger ve varyans su sekilde iki asamada hesaplanabilir.

E[X] = Ey[Ex[X/Y]]

Burada ilk beklenen deger verilmis olan bir Y icin Xe gore, ikinci
beklenen deger ise Yye goredir.

Benzer sekilde varyans da soyle hesaplanabilir.

Var(X) = E[Var(X/Y)] + Var(E[X/Y])

Bu iki formulde amac¢ baska bir RD olan Yye bagli oldugu icin
Xin beklenen degeri ve varyansini direkt olarak hesaplayamadigimiz
durumlarda problemi ikiye bolmektir. Ik kissimde Y sabit kabul
edilir, ikinci kKisimda ise Y uzerinden hesaplamalar yapilir.



Ornek

e [ uzunlugunda bir cubugu duzgun dagilimli olarak rastgele Dbiry-
erinden Kirtyoruz. Sol elimizde kalan parcanin uzunluguna Y diye-
lim. Sonra bu kalan cubugu tekrar duzgun dagilimli olarak kiriyoruz.
Ikinci kirmadan sonra en son elimizde kalan parcanin uzunlugu ise
X olsun. Xin beklenen degers ve varyansi nedir?

e Burada beklenen deger ve varyans icin basit tanim formullerini kul-
lanarak hesap yapamiyoruz, cunku X baska bir RD olan Yye bagli.
O zaman bir onceki slide’da yver alan yaklasimi ve formulleri kullan-
mamiz gerekiyor

E[X] = Ey[Ex[X/Y] =Ey[Y/2] =1/4

e Burada Ex[X/Y] = Y/2 oldu clinki sabir bir verilmis Y degeri i¢in
ortalama Y/2dir (dizgln dagilim oldugu icin).



e Daha sonra ikinci beklenen degeri Yye gore aliyoruz: Ey[Y/2] =
1/2x E[Y]=1/2x1/2=1/4

e Varyans ise soyle hesaplaniyor:

Var(X) = E[Var(X/Y)]+Var(E[X/Y]) = E[Y?/12]4+Var(Y/2) = 1?/36+1°/



