Donusumler/Moment Ureten Fonksiyonlar

e Herhangi bir rastgele degisken icin OYF'ler icin sOyle bir donusim
kullanish oldugundan 6zel biri isimle (moment ireten fonksiyonlar)
tanimlanmistir

Mx(s) = Ele¥] = [ X fx(2) da

e Verilmis olan bir moment ureten fonksiyonundan OYFye gecis genel
olarak tablolar kullanilarak yapilir. Yani dnceden hesaplanmis OYF/Momen
Ureten Fonksiyonu ciftleri kullanilir.

e Bu donusume moment ureten fonksiyonu denir cunku, n. derece-
den moment bu donusum fonksiyonu kullanilarak su sekilde kolayca
hesaplanabilir:

d"Mx (s)

E[X"] =
ds™

|s=0



Bu moment ureten fonksiyon veya donusumun baska bir pratik kul-
lanim alani ise iki bagimsiz RD toplandiginda ortaya cikar.

Iki bagimsiz X ve Y RD icin toplamlari baska bir RD olarak tanimlanmis
olsun: Z =X+Y

Bu durumda My(s) = E[e’?] = E[esXHY)] = E[esX].E[e’Y] =
My (s). My (s)

Yani iki bagimsiz RDnin toplamlarinin donusumu ayri ayri RDlerin
donusumlerinin carpimi ile bulunur.



Ornek 4.24

X A parametreli bir ussel rastgele degisken olsun;

fx(z) =X e ™™, z>0.

Oyleyse:
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Yukaridaki M(s)'in hesaplamasi ve formiuli eger e(s=A)x integrand!
artarken azalirsa dogrudur, yani sadece s < A durumu icin. Diger turlu
integral sonsuza gider.



Ornek 4.25

My (s) X rastgele degiskeni ile iliskili bir donlsim olsun. Yeni bir
Y = 2X + 3 rastgele degiskeni dusunun.

My (s) = E[e*(@XTD)] = bE[e%X] = %P My (sa).
Ornegin eder X X\ = 1 parametreli Ussel ise, Mx(s) = 1/(1 — s) olur,

ve Y =2X + 3 ise:

My (s) = e3*

1 —2s



Ornek 4.26

X, 1 beklenen deger ve o2 varyans degerine sahip bir normal rastgele
degisken olsun. Denk gelen donusumu hesaplamak icin, oncelikle Y
standart normal rastgele degiskeninin (x = 0 ve ¢2 = 1) &zel durumunu
dusunelim, sonra bir onceki ornekte elde edilen formulu kullanalim.
standart normalin PDF'i:

1
fy(y) = —m—e¥7/2,
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ve iliskili donusum:
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Son esitlik beklenen deger s ve birim varyansli normal PDF'in nor-
mallestirme oOzelligi kullanilarak elde edildi.

u beklenen deger ve o2 varyans degerine sahip bir genel normal rastgele
degisken bir standart normalin dogrusal donusumleri ile elde edildi.



X =oY + u.

Yukarida dogrulandigi gibi standart normal ile iliskili donisim My (s) =
eSQ/Q’dir. Ornek 4.25'deki formul uygulanarak:

My (s) = e’* My (so) = e(0%5%/2)+ps,



Ornek 4.29

X rastgele degiskeli ile iliskili donusum:

S

pe

M(s) = — 1 e

p [0,1] arasinda sabit bir sayidir. X'in dagilimini bulmak itiyoruz. Ge-
ometrik serilerin formulinu hatirlayalim:

1

1l — «

=1+a+a2—|—...,

la| < 1 i¢cin her zaman dogrudur. Formili a = (1 —p)e’ ile kullanirnz ve
s 0'a yeteri kadar yakin ise (1 — p)e® < 1'dir. Buradan,



M(s) = pe®(1+ (1 —p)e® + (1 — p)?e®* + (1 — p)°e> + ...

Onceki drnekteki gibi, bunun pozitif tamsayi degerleri alan ayrik rast-
gele degisken oldugunu cikarmaktayiz. P(X = k) olasihgi s teriminin
katsayilari okunarak bulunur. Ozellikle P(X = 1) = p, P(X = 2)p(1—p)
ve

P(X =k)=p(1-p) !, k=1,02.

Bunu p parametreli geometrik dagilim olarak hatirlamaktayiz.

Ao — pe® (1 — p)pe?s
dsM( ) = 1—(1—p)es + (1 —(1—ples)?

s = 0 ic¢cin, sag taraf 1/p'ye esittir, bu da Chapter 2'de elde edilmis
E[X] formili ile uyusmaktadir.



Ornek 4.31

X1q,..., Xpn ortak p parametreli bagimsiz Bernoulli rastgele degiskeni ol-
sun. Butun 2 degerleri icin:

My, (s) = (1 —p)e® +pel® =1 — p+ pe®.

Z = X1+...+ X, rastgele degiskeni n ve p parametreleri ile binominaldir.
Iliskili donisim:

Myz(s) = (1 —p+pe’)".



Ornek 4.32

X ve Y X\ ve u beklenen degerlere sahip bagimsiz Poisson rastgele
degiskenleri olsun, ve Z =X + Y.

Mx(s) =MD My (s) = e D),

ve

Mz(s) = Mx(s)My(s) = AMet=1) u(e’=1) — (Atp)(e’—1)

Bu sebeple Z ile iliskili donusum beklenen degeri A+ u olan bir Poisson
rastgele degiskeni ile aynidir. Donusumlerin 6zgunlugunden dolayl Z
beklenen degeri A 4+ p olan bir Poisson’dur.



Limit Teoremleri: Markov Esitsizligi

Limit teoremleri OYF bilinmedigi veya hesaplarinin karmasik oldugu
durumlarda bazi olasiliklar icin sinirlar koymakta faydali olur.

Ornegdin X diye bir RDmiz olsun. Bu RDnin belli bir degerden biyiik
olma olasiligint tam olarak hesaplayamiyorsak, bu olasilik icin bir ust
limit koymak bizim icin degerli bir bilgidir.

Bu tarz vaklasik degerleri ya da limitleri limit teoremleri sayesinde
elde edebiliriz.

Bunlardan ilki Markov Esitsizligidir.

E[X]

a

P(X >a) <




Markov Esitsizligi: Ispat
Ispati su sekilde yapilabilir:

Y., seklinde soyle bir RD olsun

0, X<a
Ya_{a, X >a

Bu tanimla Y, < X, her iki tarafin beklenen degerini alirsak: E[Yy] <
E[X]

E[Yy] beklenen degerin tanimiyla sdyle hesaplanabilir: E[Yy] = a.P(Y, =
a) =a.P(X >a)

Buradan a.P(X > a) < E[X] ya da P(X > a) < E[C‘LX] esitsizligine
ulasiimis olur.




e Buradaki pratik deger, bir olasilik degeri uzerine sadece beklenen
deger bilgisi ile (OYF bilinmeden) bir ust sinir konulabilmesindedir.



Chebyshev Esitsizligi

Chebyhev esitsizligi bir RD'nin beklenen degerden uzak degerler
alma ihtimali uzerune bir ust sinir koyar:

o2

P(|X_H|ZC)§—2
c

Ispati Markov Esitsizligi kullanilarak basit bir sekilde yapilabilir.

Markov Esitsizliginde X yerine (X — )2, a yerine de ¢2 koyalim:

E[(X — p)?]
P((X=m)?>c%) < ——
Buradan
J2
P(|X—M|ZC)SC—2

sonucuna ulasmis olduk.



Weak Law of Large Numbers/Buyuk sayilarin zayif
kanunu

e Weak Law of Large Numbers (WLLN), bir deneyi cok sayida tekrar-
ladigimizda, yani bir RDyi cok sayida olctugumiuzde, bu olcumlerin
aritmetik ortalamasinin, gercek istatistiksel ortalamaya git gide yakinsadigin
ifade eder.

e Matematiksel olarak
P('X1+X2+...+Xn

n

0.2
) ze=P(Ma—pz 0 < 25
e

o Ispati tanimlanmis olan M, = 22F*=FXn jcin Chebyev esitsizliginini
kullaniimasi ile yapilmis olur.

o E[M,] = nu/n = p ve Var(M,) = no?/n? = o2/n kullanilarak
Chebyshev esitsizligine ulasilir.



Ornek 5.2

Ornek 5.1'deki gibi, X [0,4] arasinda diizgiin dagilimli olsun. | X —2| > 1

olasiligina sinir olusturmak icin Chebyshec esitsizligini kullanalim. ol =
16/12 =4/3 ve

4

fazla bilgi vermez.

Baska bir ornek olarak, X A = 1 parametreli ussel dagilimli olsun.

Boylece, E[X] = var(X) = 1 olur. ¢ > 1 icin Chebyshec esitligini
kullanarak

1
P(XZC)ZP(X—l20—1)§P(|X—1|Zc—l)g(C_l)z.

Bu esiktsizlik tam cevap olan P(X > c¢) = e “a gore tliml.



Ornek 5.9

Bir ucaga 100 paket yuklenmektedir, her bir paketin agirligr bagimsiz
rastgele degiskendir ve 5 ile 50 pound arasinda duzgun dagihimhdir.
Toplam agirhigin 3000 poundu gecme ihtimali nedir? Toplam agirhigin
CDF'ini ve istenen olasiliglr hesaplamak kolay degildir, fakat merkez
limit teoremi ile yaklasik bir cevap bulunabilir.

P(S100 > 3000) degerini hesaplamak istiyoruz, Sigg paketin toplam
agirhgidir. Bir paketin beklenen degeri ve varyansi:

54 50 5 (50 —5)?
s o- =

12

= 168.75.

7 = 27.5,

Normallestirilmis degeri hesaplarsak:

300 — 100 % 27.5 250
z = =" —1.92
V168.75% 100  29.9




ve standart normal tablosu kullanilarak:

P(S100 < 3000) =~ ¢(1.92) = 0.9726

Istenen olasilik:

P(S100 > 3000) = 1 — P(S100 < 3000) ~ 1 — 0.9726 = 0.0274



